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1 
OBSERVACIONES: No se permite el uso de calculadoras o dispositivos electrónicos 
  Para  realizar el examen disponen de dos horas. 

 

EXAMEN de RESCATE (15/1/2014) 1B y 4B 
 
 

 
 

1. (2,5 ptos.)Dados los subes 4       pacios de IR  

܁ ؠ ൝
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0

ݔ2 െ ݕ ൅ ݖ2 െ ݐ ൌ 0
ݔ4 ൅ ݕ ൅ ݖ4 ൅ ݐ ൌ 0

܂  ؠ ࣦ ቐቌ
1
0

െ1
0

ቍ , ቌ
1
1
1
3

ቍ , ቌ
2
1
0
3

ቍቑ., se pide: 

 

 y

a)  (0,5 ptos.) Obtener una base del subespacio ܁ b) (ptos.0,5)Obtener ecuaciones implícitas de T c) (0,6 
ptos.)Obtener una base del subespacio intersección de ambos: d) (0,6 ptos.) La base Usual del subespacio 
SUMA de ambos  e) (0,3 ptos.)Verificar  que se cumple  fórmu as dimensiones la la de l

2. (2,5 ptos5)Dado el subespacio vectorial U ؠ ࣦ ቐቌ
1
0
1
0

ቍ , ቌ
0
1

െ1
0

ቍ , ቌ
0

െ1
0
1

ቍቑ en IR4 Se pide: 

 

 
A) (1pto.)Determinar una base o ismo rtonormal del m

s implícitas de
C) (0,5 ptos.)Proyectar el vector ݒԦ ൌ ሺ1,1,1,3ሻ sobre el subespacio vectorial U. 
B) (1pto.))Calcular las ecuacione  su complemento Ortogonal. 

 
 

3. (1,5 a una a ptos.)Dad

 pide,: 

 aplicación lineal f : IR3 → IR3   de maner  que 
݂ ሺ ሻሺ1,1,1ሻ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ, ݂ሺെ1,1,1ሻ ൌ ሺ1,2 െ 2, ሻ. ݂ሺെ1, െ2,1ሻ ൌ 1,0,0 . 

 Se
Aሻ (0,5 ptos.)Obtener su matriz con respecto a las bases canónicas ࣧሺ݂, ଷܤ

஼, ଷܤ
஼ ሻ. 

B) (05, ptos.)Obtener la matriz de f respecto de la base {(2,1-,1-) ,(1,1,1-) ,(1,1,1)}=כܤ en el espacio 
inicial  y la base canónica en el final, ࣧሺ݂, ,כܤ ଷܤ

஼ ሻ 
C)  (0,4 ptos.)Hallar la imagen de f. (0,1 ptos.)¿Es epimorfismo? ¿ Por qué? 

 
 

4. (2,5 ptos.)Dada la ma A = ൭    
0 2 െ2

െ2 െ4 2 ൱  triz 

a) (1,5 pt ción 
െ2 െ2 0

os.)calcular ܣଷ଺, usando la fórmula de diagonaliza
b) (1pto.)Especificar la base de diagonalización asociada 

 
 

5. (1pto.) Clasificar y calcular los elementos geométricos de las aplicaciones ortogonales cuyas matrices 
asociadas son, respectivamente: 

aሻ       ሺ0,5, .ݏ݋ݐ݌ ሻ ܯሺ݂, ஼ሻܤ ൌ
1
2

൬ 1 √3
√3     െ1

൰

bሻ       ሺ0,5, .ݏ݋ݐ݌ ሻ ܯሺ݃, ஼ሻܤ ൌ
1
2

 

൬√3 െ1
1     √3

൰ 
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EXAMEN de RESCATE (15/1/2014) 1B y 4B
 SOLUCIONES 

1. (2,5)Dados los subespacio 4       s de IR  

ܵ ؠ ൝
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0

ݔ2 െ ݕ ൅ ݖ2 െ ൌ 0
ݔ4 ൅ ݕ ൅ ݖ4 ൅ ൌ 0

 y ܶ ؠ ࣦ ቐቌ
1
0

െ1
0

ቍ , ቌ
1
1
1
3

ቍ , ቌ
2
1
0
3

ቍቑ., se pide: 

 

ݐ
ݐ

a)  (0,5) Obtener una base del subespacio ܵ b) (0,5)Obtener ecuaciones implícitas de T c) (0,6)Obtener una 
base del subespacio intersección de ambos: d) (0,6) La base Usual del subespacio SUMA de ambos  e) 
(0,3)Verificar  que se cumple la fórmula de las dimensiones 

SOLUCIÓN: 
a) Obtener una b  . P  el ma dado ase del subespacio ܵ ara lo reducimos la matriz de coeficientes del siste

ܣ ൌ ൭
1
2
4

   1
  െ1
     1

    
1
2
4

1
െ1
1

൱
~

ଶଵܧ
ଷଵሺെ4ሻܧ

ሺെ2ሻ ൭
1
0
0

1
െ3
െ3

    
1
0
0

1
െ3
െ3

൱
~
ଶܧ

൬
െ1
3

൰ ቀ1 1
0 1   1 1

0 1ቁ 

Así, las ecuaciones implícitas que definen el subespacio son  

ܵ ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0
ݕ ൅ ݐ ൌ 0  

 

ؠ ൜

቎

ݔ ൌ ߙ
ݕ ൌ ߚ

ݖ ൌ െߙ
ݐ ൌ െߚ

 , 

Y las paramétricas serían  

Una base del mismo es ܤሺܵሻ ൌ ቐቌ
1
0

െ1
0

ቍ , ቌ
0
1
0

െ1

ቍቑ 

b) (0,5)Ob r e iones implícitas d  reducimos la matriz que tiene a los tres vectores 
del do  da

tene cuac e T. Para ello
 sistema de genera res do como filas 

ܤ  ൌ ൭
1    
1    
2   

0
1
1

    
െ1
1
0

0
3
3

൱
~

ଶଵܧ
ሺെ2ሻ

ሺെ ሻ ൭
1    
0 

0
1    

െ1  
2
2

0
3
3

൱ 
ଷଵܧ

1    
0   1

Por lo tanto es ܤሺܶሻ ൌ ቐቌ
1
0

െ1
0

ቍ , ቌ
0
1
2
3

ቍቑ. Por lo que dos ecuaciones implícitas definen este 

subes am  obligan ue la ui te matriz teng  dos pacio. Las calcul os do a q  sig en a rango : 

൭
1
0
ݔ

         0
         1
ݕ         

  
െ1    0 ~ 1      0

    1
ݕ    

    
െ1
2

ݖ ൅     ݔ

0
3
ݐ

൱
~

ଷଶܧ
ሺെݕሻ ൭   

1
0  
0

   0
1

  0
    

െ1
2

ݖ ൅ ݔ െ     ݕ2

0
3

ݐ െ ݕ3
൱ 

 

  2
ݖ

3
ݐ

൱ ଷଵܧ
ሺെݔሻ ൭0  

0
Con lo cual es ܶ ؠ ൜ݔ െ ݕ2 ൅ ݖ ൌ 0

െ3ݕ ൅ ݐ ൌ 0  

c) Formamos un sistema con las cuatro ecuaciones anteriores  

൜ ݔ
 ܵ ؠ ൜ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0

ݕ ൅ ݐ ൌ 0

൜ܶ ؠ ൜ݔ െ ݕ2 ൅ ݖ ൌ 0
െ3ݕ ൅ ݐ ൌ 0  

Y reducimo su mat  d ientes 
ܥ

ൌ ቌ
1
1
0

       1
    െ2
        1

    
1
1
0

     1
     0
      1

0 െ3 0 1

ቍ
~

ଶଵሺെ1ሻܧ ቌ
1
0
0

       1
    െ3
        1

    
1
0
0

     1
    െ1
      1

0 െ3 0 1

ቍ
~

ଶଵሺെ1ሻܧ ቌ
1
0
0

       1
    െ3
        1

    
1
0
0

     1
    െ1
      1

0 0 0 2

ቍ
~

ଶଷሺെ1ሻܧ ቌ
1
0
0

       1
    1

       െ3
    

1
0

  0

     1
    1

      1
0       0 0   2

ቍ 

s riz e coefic
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~
ଷଶሺ3ሻܧ ቌ

1
0
0

       1
    1

       0
    

1
0
0

     1
    1
      4

ቍ 

0 0 0 2
intersección se reduce a  

ؠ ൜ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0
ݕ ൅ ݐ ൌ 0  

Entonces, el sistema que define a la 

ܵ ת ܶ 0, ݐ ൌ

O, equivalentemente, ܵ ת ܶ ؠ ቄ
ݔ ൌ െݖ

ݕ ൌ 0, ݐ ൌ 0, y será ܤሺܵ ת ܶሻ= ቐቌ
1
0

െ1
0

ቍቑ 

d) ( 6) La base Usual del subespacio SUMA de ambos. Sabemos que ܵ ൅ ܶ ൌ  ࣦሼ ܤሺܵሻ,  .ሺܶሻሽܤ
R du  la iz que ntien   fil s vec res n eti  e amb  base  
0,
e cimos  matr  co e por as a lo to o rep dos d as s

ܦ

ൌ ൭
1
0
0

    0
     1
      1

    
െ1
2
0

0
3

െ1
൱

~

ଷଶሺെ1ሻܧ
൭

1
0
0

    0
     1
      0

    
െ1

െ

0
3

െ4
൱

~ 1     0
     1

0
    

െ1
0

െ2

0
െ1
െ4

൱
~

ଷܧ ቀିଵ
ଶ

2
2 ଶଷሺ1ሻܧ

൭0
0      ቁ

൭
1
0
0

    0
     1
      0

    
െ1
0
1

0
െ1
2

൱ 

~

ଵ
൭

1
0

    0
  1     

0
0

2
െ1൱ 

ଵଷሺܧ ሻ 0
   

      0 1 2

௎ሺܵܤ ൅ ܶሻ ൌ ቐቌ
1
0
0
2

ቍ , ቌ
0
1
0

െ1

ቍ , ቌ
0
0
1
2

ቍቑ 

e)  (0,3)Verificar  que se cumple la fórmula de las dimensiones 
la fórmula de las dimensiones es: dim im(S)+ dim(T) – dim (ܵ ת ܶ)=2+2-1=3, y, como es de 
ley, se cumple. 

(S+T)= d

2. (2,5)Dado el subespacio vectorial U ؠ ࣦ ቐቌ
1
0
1
0

ቍ , ቌ
0
1

െ1
0

ቍ , ቌ
0

െ1
0
1

ቍቑ en IR4 Se pide: 

 
A) (1)Determinar una base  mismo ortonormal del

es paramétrica
C) (0,5)Proyectar el vector ݒԦ ൌ ሺ1,1,1,3ሻ sobre el subespacio vectorial U. 
B) (1)Calcular las ecuacion s de su complemento Ortogonal. 

 
SOLUCIÓN: 

 
a) Determinar una base ortonormal del mismo 

Aplicando G-S s obtiene: ݋Ԧଵ ൌ ,,ሬሬԦଵݓ Ԧଶ݋ ൌ ሬሬԦଶݓ െ ۄ௪ሬሬԦమ,௢ሬԦభۃ
ԡ௢ሬԦభԡమ Ԧଵ݋ ൌ ቌ

0
1

െ1
0

ቍ ൅ ଵ
ଶ

ቌ
1
0
1
0

ቍ=

ۉ

ۈ
ۇ

0 ൅ ଵ
ଷ

1
െ1 ൅ ଵ

ଶ
ی0

ۋ
ۊ

=

ۉ

ۈ
ۇ

ଵ
ଶ
1

െ ଵ
ଶ
ی0

ۋ
ۊ

, 

Ԧଷ݋ ൌ ሬሬԦଷݓ െ ۄ௪ሬሬԦయ,௢ሬԦభۃ
ԡ௢ሬԦభԡమ Ԧଵ݋ െ ۄ௪ሬሬԦయ,௢ሬԦమۃ

ԡ௢ሬԦమԡమ Ԧଶ݋ ൌ ቌ
0

െ1
0
1

ቍ ൅ ଶ
ଷ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵ
ଶ
1

െ ଵ
ଶ
ی0

ۋ
ۊ

=

ۉ

ۈۈ
ۇ

ଵ
ଷ

െ ଵ
ଷ

െ ଵ
ଷ
ی1

ۋۋ
ۊ

 

ைோ்ீሺܷሻܤ ൌ

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

ቌ
1
0
1
0

ቍ ,

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
2
1

െ
1
2
ی0

ۋۋ
ۊ

,

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1
3

െ
1
3

െ
1
3
ی1

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

ۙ
ۖۖ
ۘ

ۖۖ
ۗ

 

Normalizando los vectores es  
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ைோ்௡ሺܷሻܤ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

Ԧଵ݋ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ

ଵ
√ଶ
0

1
√2

ی0

ۋۋ
ۊ

, Ԧଶ݋ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1
√6
2

√6

െ
1

√6
ی0

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

, Ԧଷ݋ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1
2√3

െ
1

2√3

െ
1

2√3
3

ی3√2

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

 

 

(b)Calcular las ecuaciones implícitas de su Complemento Ortogonal.  B(ܷୄሻ ൌ ቐቌ
െ1

1
1
1

ቍቑ,  puesto que al obligar a 

que un vector genérico de ܷୄ, ቌ

ݔ
ݕ
ݖ
ݐ
ቍ sea ortogonal a los de la base de U , B(U)= ቐቌ

1
0
1
0

ቍ , ቌ
0
1

െ1
0

ቍ , ቌ
0

െ1
0
1

ቍቑ, dicho 

vector se ve obligado a cumplir que ሺ1   0 1      0ሻ ቌ

ݔ
ݕ
ݖ
ݐ
ቍ ൌ ݔ ൅ ݖ ൌ 0   ሺ0 1   െ1 1ሻ ቌ

ݔ
ݕ
ݖ
ݐ
ቍ ൌ

ݕ െ ݖ ൌ 0, ሺ0 െ1   0 1ሻ ቌ

ݔ
ݕ
ݖ
ݐ
ቍ ൌ െݕ ൅ ݐ ൌ 0 

las ecuaciones implícitas de io son, por lo tanto : ൝
ݔ ൅ ݖ ൌ 0
ݕ െ ݖ ൌ 0

െݕ ൅ ݐ ൌ 0
, y la base es la expresada antes. dicho subespac

b) Ԧ ሺ1 ሻ sobre el subespacio vectorial U. Proyectar el vector ݒ ൌ ,1,1,3  
Calculam s entonces l roductos e c
,Ԧݒۃ ۄԦଵ݋ ൌ ଶ

√ଶ

o  o p s alares que intervi n en la fórmula de la proyección: s ene
, ,Ԧݒۃ Ԧ݋ ۄ ൌ ଶ

ଶ √଺
,

√
 , ,Ԧݒۃ ۄԦଷ݋ ൌ ସ

ଷ
 

El vector proyección será, ݌Ԧ ൌ ቌ
ݔ
ݕ
ݖ
ݐ

ቍ ൌ ଶ
√ଶ

Ԧଵ݋ ൅
√଺
ଶ Ԧଶ݋ ൅

√ଷ
ସ Ԧ݋

4. (2,5 ptos.)Dada la ma A = ൭    
0 2 െ2

െ2 െ4 2 ൱  

ଷ ൌ ቌ
2
0
0
2

ቍ 

triz 

a) (1,5 pt ción 
െ2 െ2 0

os.)calcular ܣଷ଺, usando la fórmula de diagonaliza
b) (1pto.)Especificar la base de diagonalización asociada 

 
SOLUCIÓN: 
A) EL POLINOMIO Característico lo calculamos teniendo en cuenta que : det(A)=0, tr(A)=-4, 

SDP=4. Por lo que ଷܲሺߣሻ ൌ െߣଷ െ ଶߣ4 െ ߣ4 ൌ െ ߣሺߣ ൅ 2ሻଶ. Con lo cual 

ሻܣሺߪ 0 െ2
݉ ൌ 1 ݉ ൌ 2ቅ ൌ ቄ

B.1. ߣ ൌ0, 

ܣሺݎ݁ܭ െ ሻܫ0 ൌ ሻܣሺݎ݁ܭ ൌ ൝ቆ
ݔ
ݕ
ݖ

ቇ : ൭    
0 2 െ2

െ2 െ4 2
െ2 െ2 0

൱ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱ൡ ൌ ቊቆ
ݔ
ݕ
ݖ

ቇ : ቄ
ݔ ൌ െݕ
ݖ ൌ ݕ ቋ. 

Entonces una base de este subes cio ser
െ1
1 ൱pa á: ܤ൫ݎ݁ܭሺܣሻ൯ ൌ ൝൭
1

ൡ 

B.2 ߣ ൌ െ2, ݎ݁ܭሺܣ ൅ ሻܫ2 ൌ ൝ቆ
ݔ
ݕ
ݖ

ቇ : ൭    
2 2 െ2

െ2 െ2 2
െ2

൱ ቆ
ݔ
ቇݕ ൌ ൭

0
0൱ ൌ ቊቆ

ݔ
ݕ
ݖ

ቇ : ݔ ൌ െݕ ൅  ቋݖ
െ2 2 ݖ 0

ൡ

Entonces una base de este subespacio seráB൫ሺܣ ൅ ሻ൯ܫ2 ൌ ൝൭
െ1
1
0

൱ , ൭
1
0
1

൱ൡ 
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Por lo tanto, la matriz dada se descompone como 

A=ܲΛPିଵ, dónde  Λ ൌ ൭    
െ2 0 0
0 െ2 0
0 0 0

൱ , ܲ ൌ ൭   
െ1
1
0

       
1
0            

െ1
1 ൱ 

1 1

Y será ܣଷ଺=ܲΛଷ଺Pିଵ=൭   
െ1
1        

1
0
1

            
െ1
1
1

൱ ൭    
ሺെ2ሻଷ଺ 0 0

0 ሺെ2ሻଷ଺ 0
0 0 0

൱ ൭   
െ1
1
0

       
1
0
1

            
െ1
1
1

൱
ିଵ

, 
0

Siendo ൭   
െ1
1
0

       
1
0
1

            
െ1
1
1

൱
ିଵ

ൌ  ڮ
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Cómo vemos S es un subespacio de dimensión dos , la dimensión de T es tres y los vectores dados 
(l.i.) verifican las ecuaciones de T. Por lo tanto ܵ ൅ ܶ ൌ ܶ. De sus ec. Implícitas obtenemos las 
paramétricas del mismo 

 
ሻߣ ൌ െߣଷ െ ଶߣ4 െ ଷܲሺ ߣ4

Con TREs raices ߣ ൌ 0, െ2ሺ݉ ൌ 2ሻ 


